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Resumo 
Esta tese discute a influência da não-parabolicidade da banda de condução na intcra-
ção elétron-fônon em poços quânticos de_ Ga.As-AlGaAs. Calculamos as taxas de transição 
elétron-fônon devido a fônons confinados e de interface em poços quãntioos de GaAs-
AIGaAs considerando a influência da não-parabolicidade das bandas de energia. Um 
modelo da camada dielétrica reformulado é usado para descrever os fõnons confmados 
e assume-se um modelo simples para levar em conta os efétos da não-parabolicidade. 
Foram obtidas expressões analíticas no limite quântico extremo para as taxas de transição 
intra e intersub-banda. Apresentamos também res11ltados para taxas parabólicas com o 
propósito de fazer comparações e mostrar que ocorrem importantes diferenças quantita-
tivas, desta forma. podemos determinar as situações onde a não-parabolkirlade pode ou 
não ser desprezada. Foi encontrado que nas transições intra e intersub-banda devido a 
fônons confmados, as taxas de transição são significativamente incrementadas, enq1mnto 
para fônons de interface as taxas de transição decrescem. A taxa de transição total é 
consideravelmente afetada pela não parabolicidade das sub-bandas. 
i v 
Abstract 
This thesis discusses the influence of the nonparabulicity of the conduction band on the 
electron-phonon interaction in GaAs-AlGaAs quantum wells. We calculate the electron-
10-confined and interfacc-phonon sca.ttering rates in GaAs-AlGa.As quantum wells con-
sidering the influence of nonparabolicity on the energy bands. A reformulated slab model 
is employed to describe the confined phonon and a simple model is assumed to take lhese 
nonparabolicity effects into account. Analytic expressions for the intra and intersubband 
scattering rates in the extreme quantum limit were obta.ined. We show aJso resulis of scat-
tering rates in the parabolic approximation in arder to rnake cornparisons and show that 
important quantitative differeuces occur, in this way we are able to determine for which 
situations the subband nonparabolicity can be neglected or not. lt is found that for intra 
and intersubband transitions due to emission of confined phonons the scattering rates are 
significantly increased, while for interface phonons the scattering rates are decreascd. Thl:' 
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Uma heteroestrutura semicondutora é urna estrutura constituída por dois ou mais semi-
condutores diferentes ou ligas de composições diferentes. As diversas camadas dos ma-
teriais geram uma variação de potencial, que consiste de barreiras e poços ao longo da 
direção perpendicular aos planos das camadas. Se a largura caraterística do poço é com-
parável com o comprimento de onda dos elétrons, uia-se uma série de estados quânticos 
nas camadas onde o~ elétrons são confinados. ERte confinamento restringe parcialmente o 
movimento dos elétrons aos planos das camadas que com;tituem o poço; o sistema portanto 
comporta-se como um sistema eletrônico de quase duas dimensões. 
Na figura 1.1 se mostram as três configurações básicas chamadas co!etivamente de 
heteroestruturas: a heterojunç,ã.o simples, o poço quântico com duas interfaces e o poço 
quântico multiplo ou super-rede se a pstrutura é espacialmente periódica. As heteroin-
terfaces semicondutoras apresentam descontinuidades abruptas no perfil das bandas de 
valência e condução devido à diferença dos gapa de energia entre os materiais consti-
tuintes da heteroestrutura. De acordo com o caráter de tais descontinuidades podem 
surgir configurações diversas como ilustra a figura 1.2. Altas mobilidade~ obtidas em 
amostras dopadas por modulação assim como altas eficiências em transições radiativas de 
importância em tecnologia de dispositivos, tais como lasers de semicondutor, são algumas 
das novas propriedades que apresentam estes sistemas, devido HO confinamento quântico 
caraterístico. Particularmente, os processos de relaxação de portadon~s fotoexcitados em 
poços quânticos e super-redes são atualmente objeto de interesse devido às importantes 
implicações na dinâmica de e\étrons e buracos, liinto como na compreet1são dos processos 
de espalhamento elétron-clétron e elétron-fônon, os quais são responsáveis pela relaxação 
dos portadores. Estes fenômenos são de interesse tanto na física fundamental como do 





Figura 1.1: Algumas configurações usadas para ohter confinamento eletrôniro, (a) 
heterojunção simples, (h) poço quântico, (c) poço quântico múltiplo ou super-rede. 
Os sistemas mais intensamente estudados são as heteroel:itruturas duplas e supcr-recles 
constHuidas por materiais semicondutores polares do grupo lll-V tais como GaAs-AIAs e 
GaAs-AIGaAs. A interação elétron-fônon nestes materiais é primordialmente de natureza 
polar (interação Frõhlich), isto quer dizer que vibrações ótica.s da rede, de comprimentos 
de onda grandes, que estão acompanhados por campos elétrioos macroscópicos acoplam 
com o gás de elétrons quase-bidimensional. A interaçã.o eletrônica entre portadores de 
carga e o campo de polarização interna devido às vibrações óticas é muito mais intenso 
que a interação com o potencial de deformação. 
Além disto, a presença das interfaces traz consequêndas nas propriedades vibradonais 
do sistema, que são fortemente modificadas [1]. Experimentos de espalhamento Raman 
indicam com claridade qne os modos óticos em heteroe.struturas duplas e super-redes são 
confinados nas camadas semicondutoras [2], foi também observada a presença de modos 
vibracionais de inlerface [3], que são localizados na vizinhança das interfaces e cuja ampli-
ttlde decai exponencialmente. Portanto, no tratamento formal da interação elétron-fônon, 
além de considerar o confinamento dos portadores, deve· SI?. levar em conta as modiflcações 
no comportamento vibracional. 
A natureza dos modos vibracionais em hetcroestruturas semicondutoras é objeto de 
intenso estudo. Nos últimos anos um grande número dP modelos teóricos foram usados 






Figura 1.2: Diversas categorias de heteroestruturas de acordo com o alinhamento de suas 
bandas, (a) elétrons e hmar.os são confinados na camada 1 (poço tipo 1), (b) elétrons são 
confinados na camada 1 e buracos na camada 2 (poço tipo II), (c) variação da conftguração 
(a), (d) a camada 1 é uma barreira para elétrons e poço para buracos. 
classificados basicamente em duas categorias: microscópicos [4, 5] e macroscópicos [6-10]. 
Os modelos macroscópicos diferem nas condições de contorno impostas às interfaces e até 
hoje sã.o de interesse devido a que eles propodonam resnltados analítiros para proressos 
de espalhamento elétron-fônon. O ponto de partida destes modelos, chamados também 
de continuidade dielétrica, se baseia nas equações fenomenológicas propostas por Born e 
Huang [11] rle ondl:' se pode obtl:'r a hamiltoniana de interaçã.o elétron-fônon (Frõhlich) e 
as funções dielétricas dependem da frequência que são caraterísticas de cada material. Em 
poços quânticos e super· redes as equações de Born c Huang devem ser resolvidas em cada 
material introduzindo condições de contorno apropriadM nas interfaces. 
O primeiro modelo contínuo, chamado de modelo da camada dielétrica ( slab model), foi 
proposto por Fuchs e Kliewer [6]. Este modelo usa condições de contorno eletroma,l!;néticas 
e é capaz de predizer a existência de modos confinados longitudinais óticos em ambas ca-
madas, os quais apresentam nós nas interfaces e são cara.teriza.dos pelas frequências bulk, 
também prediz a existência de modos de interface eomo uma consequência da rliscon-
tinuidade da função dielétrica entre os dois meios. No entanto, as condiçõeR de contorno 
rnecànicas referidas à continuidade nos deslocamentos iónicos relativos ao longo da inter-
face não siio satisfeitas por este modelo. 
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Uma versà.o diferente do modelo de continuidade dielétriea foi proposto por Ridley [8] 
que assume modos confinados a partir do anulamento dos deslocamentos óticos nas inter-
faces, ou seja, as condições de contorno eletromagnéticas são dt>.sprezadas em favor das 
condiçoes de contorno mecânicas. É evidente que este modelo, ao comiderar que os deslo-
camentos iônicos são nulos nas interfaces, é incapaz de descrever modos de interface e suas 
correspondentes interações com elétrons. 
Huang e Zhu [10] propuseram um modelo ad-hoc baseado em cálculos microscópicos 
de dinâmica de rede numa super-rede de GaAs-AlAs. Neste modelo enquanto os efeitofl 
de dispersão dos fônons bulk são ignorados, tanto o potencial estalar do fônon como os 
deslocamentos iônicos relativos fliio contínuos nas interfaces. A introdução da dispersão 
revela um novo e importante efeito: a mistura ( mixing) de modos confmados e de interface. 
Uma deficiência dos modos calculados por este modelo é que eles são ortogonais só para 
q << r,- 1 , onde 2L e a largura do poço. É conhecido qlH~ valores de q = O(L- 1 ) con-
tribuem nos processos de espalhamento elétron-fônon. Uma. solução para este problema 
foi proposta por Chen [12] que calculou modos confina.dos que satisfazem as condições de 
contorno eletromagnéticas e mecânicas e que são mutuamente ortogonais para qualquer 
q. 
Weber [13] apresentou uma reformulação do modelo da camada dielétrica de Fuchs 
e Kliewer, baseada na expansão dos potenciais escalares de fônons cm termos de urna 
série de Fourier. Os modos assim obtidos são muito parecidos aos obtidos pelo modelo 
fenomenológico de Huang e Zhu, com a vantagem adicional de serem ortogonais e comple-
tos. 
A interação de elétrons por fônons óticos polares governa um número considerável de 
propriedades em heteroestruturas semicondutoras, incluindo a mobilidade de portadores a 
temperatura ambiente, tunelamento assistido por fônons (14], captura de portadores [lEi], 
taxas de relaxação eletrônica, absorção devido a espalhamento elétron-fônon [16], polarons 
bidimensionais [17], ressonância cidotrônica e taxas de transição intra- e intersub-banda 
em poços quânticos por interação elétron-fônon [18). 
A interação elétron-fônon foi tratada no início de~prezando os eÍPitos das interfaces [19]; 
posteriormente foram desenvolvidos tratamentos mais gerais incluindo confinamento dos 
modos óticos e efeitos da superfície e interface sobre a~ correspondentes modos vibracionais 
[18, 20,21]. Efeitos adicionais como a. presença de campos elétricos [22,23] e magnéticos [17] 
foram também relatados. 
Particularmente o cálculo de ta.xas de espalhamento elétron-fônon em super-redes e 
poços quànticos tem sido intensamente estudado nos últimos anos, devido à importància 
·~ 
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Figura 1.3: Comparação do cálculo de t;,;xas de transiçào elétron-fônon [f(E)] oU tidas pela 
aproximação mir.roscópica e pelos modelo contínuos [25]. 
no campo de novos dipositivos ultra-rapldos. Em termos gerais os cálculos das taxas 
dP transição elétron-fônon foram feitos adotando a aproximação de massa efetiva para 
descrP.ver o comportamento dos elétronsem poços quânticos de barreiras infinitas e finitas f' 
esquemas de bandas parabólicas Rimples. A hamiltoniana de FrOhlich que descreve a intem-
ção de elétrons com fôuons longitudinais óticos confinados P. fônons de interface a partir do 
modelo dp continuidade dielétrica foi determitlada completamente por varias autores [7, 
24). Tendo as hamilionianas sido determinadas, as taxas de interação elétron-fônon sãü 
caknladas usando a regra de ouro de Fermi. Cálculos baseados em modelos microscópicos 
também foram relatados [4] fornecendo taxas de transição muito parecidas às obtidas pelo 
modelo de Huang e Zhu e o modelo da ~amada dielétrica reformnlado [25]. A figurH 
L:J mostra as taxas de transição elétron-fônon calculadas via aproximação microscópica e 
modelos continuas. 
De outro lado, resultados experirn{'ntais para determinar relaxações inter e intra.-
subbanda mediante técnicas ópticas de resolução em tempo [2G] mostram tempos dC' 
dPcaimentu em transições inter-subbanda maiores que os calculados tPÓricameule. Dis-
crepâncias mais importantes são observadas nM taxas devidas a fônons de interface do 
tipo AIAs [27]. As discrepâncias entre os resultados experimentais e os cálculos teóricos 
podem se atribuir a efeitos nào levados em conta nos trabalhos relatados, por exemplo 
efeitos dE' não-paraboliddade na estrntura de bandas considerada. 
A determinação dP taxas de transição elétron-fônon dentro de um esquema 1lf' han-
daR aproximadamente realista Í> totalmente justificado, pa-rticularmente em pronosws dP 
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captura de portadores, os quais envolvem valores grandes do momento de fônon e onde a 
aproximação de banda parabólica torna-se inadequada. 
Diversos esquemas tem sido propostos na literatura para levar em consideração efeitos 
não-parabólicos [28-30] em poços quânticos. Estes modelos são caracterizados basicamente 
pela rela.çã.o de dispersão (E- k) que descreve a não-pa.rabolicidade das sob-bandas de 
energia e pelas definições de apropiadaB condições de contorno e massas efetivas. 
No presente trabalho estudaremos o efeito da inclusão de stJb-handas não parabólicas 
sobre as taxas de transição elétron-fônon em poços quânticos de GaAs-AlGaAs. Bfetu-
aremos comparações com taxas calculadas na aproxlmaçHo parabólica para determinar se 
diferenças quantitativas ocorrem e desta forma poderemos estabelecer as situações limites 
onde a não-parabolicidade pode ser tomada em conta ou rejeitada. 
No capítulo 2 apresentaremos os fundamentos do modelo de continuidade dielétrica, 
obteremos as equaçÕ€s de movimento que permitem calcular os modos vibracionais Ópticos 
e mostraremos finalmente os modos vibra.cionais confinados e de interface para o modelo da 
camada dielétrica ( slab model) e para o modelo da camada dielétrica reformulado proposto 
por Weber [13]. No capítulo 3 mostramos as principais considerações para a descrição da 
não-parabolicidade das sub-bandas em poços quânticos e calculamos as energias de con-
finamento dentro do esquema proposto por Nag e M11khopadhyay [30]. No capítulo 1 
mostraremos as hamiltoniana~ de interação elétron-fônon para fônons confinados e de in-
terface e discutiremos as expressões para o cálculo das taxas de espalhamento. Os cálculos 
das taxas de transição elétron-fônon com inclusão da nã.o-parabolicidade são apresentadas 
e discutidas no capítulo fi. O capítulo 6 é dedicado as conclusões. Fina1mente, no :..pi>ndices 
são apresentados em detalhe o modelo de continuidade dielétrica, cálculos analíticos das 
taxas de transição intra e intersuh-banda para ~;ub-bandas parabólicas e não-parabólicas 
e as integrais de overlap eléctron-fônon confinado e de interface. 
Parte deste trabalho foi publicado em "Nonparabolidty e!Tects on transition rates due 
to confined phonons in GaAs-AlGaAs quantum wells"~- A. M. Alcaide e G. Weber, Solid 
State Commun. 96, 763-766, 1995; "Intraa.nd lntersubband Transition Rates Dueto Emis-
sion of Optic Phonons in Quantum Wells: Effects of the Subband Nonparabolir.ity" -·A. 
M. Alcaide e G. Weber, Proceedings da Ninth International Conference on Ilot Carriers 
in Semir.ondudors (HCIS IX) (aceito para publicação); "Nonpa.rabolicity effects on tran-
sition rates due to confined phonons in quantum wells"-A. M. Alcaide and G. Weber, 
Brazilian Journal of Physics (aceito para publicação). 




Fônons óticos em 
heteroestruturas semicondutoras 
2.1 Introdução 
.Existe na atualidadc um grande interesse no estudo dos diversos modos vibracionais, pr€'-
sentes em heteroesLruturas semicondutoras, o comportamento dos modos de vibração, os 
quais determinam algumas propriedach~s eletrõnicas, são evidentemente difPTentes, nestes 
sistemas, que no bulk. A presença de interfaces altera os modos de oscilação [1,31]. Um 
modelo relativamente simples que permite demm;trar este fato, é u chamado moddo de 
continuidade dielétrica, onde cada camada da heteroestrutura é sustituida por um meio 
dielétrico, caracterizado por uma função dielétrica dependente da frequência. Este modelo, 
aplicado inicialmente por Fuchs e Kliewer [6] a uma camada dielétrica, com condições de 
contorno puramente eletrostáticas (slab model), proporciona dois tipos de modos: modos 
confinado!:! com amplitudes unicamente num tipo de camada e frpquêndas longitudinais 
óticas (LO) ou transversais ótica.s (TO), e modus de interfacf: com frequência dependente 
dn vetor de onda do fónon e amplitudes que decaem exponencialmen1.P fora das interface!\. 
Ambos tipo~ de fônons foram observados expe.rimentaJmente po.r espalhamento Raman [2, 
3]. 
Neste capítulo, apresentaremos os fundamentos básicos do modelo de continuidade 
dielétrica; dentro d{'Ste modelo, obteremos os modos vibracionais óticos confinados e de 
interface para poços quânticos de acordo com Lir:ari e Evrard [7] e mostraremos uma 
reformulação deste modelo para modos confinados LO proposta por Weber [13], que será 
posteriormente usado ll05 cálculos das taxas de transição elétron-fônon. 
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2.2 Modelo de Continuidade Dielétrica 
No limite de grandes comprimentos de onda, tanto os modos vi h racionais anísticos como os 
óticos podem ser tratados sobre uma base macroscópica [10], que é particularmente simples 
para cristais diatômicos isotrópicos. As vibrações óticas são adequadamente descritas por 
um campo vetorial de deslocamentos, denotados por w, que representa o deslocamento 
relativo dos íons positivos e negativos 
w = (~r/2 u, (2.1) 
onde u = u+- u_ é o deslocamento iônico relativo e J.L = m+m-/(m+ + m_) é a massa 
reduzida dos íons positivos e negativos. Outra grandeza importante é o potencial elétrico 
tf> relacionado com o campo elétrico definido da maneira usual E= -\ltP para o limite não 
retardado (c--+ oo). 
Para cristais diàtomicos a teoria macroscópica está totalmente contida nas seguintes 
equações fenomenológicas de Born e Huang [10] 
W = buw + b12E, (2.2) 
(2.3) 
onde P e E são a polarização dielétrica c o campo elétrico, respectivamente, c os cot>fi-
cientes b estão relacionados com quantidades de acesso experimental. 
De (2.2) e (2.3) e com ajuda das equações eletro.<~táticas, 
(2.4) 
é possível obter ern materiais bulk soluções longitudinais (V X E = O) e transversais 
(V· E = O) caracterizadas pelas frequências de oscilação WLO e WTo, respectivamente, 
que estão relacionadas mediante a formula de Lyddane-Sachs-Teller [32] 
(2.5) 
oude fs e f= são as constantes dielétricas estátir.a e de alta frequência, respectivamente. 
Se consideramos soluções periódicas para u, E e P [proporcionais a exp( iwt )], a constante 
dielétrica para qualquer frequência w pode ser deduzida diretamente de (2.2) e (2.3), e 
expressada com ajuda de (2.5) como 
w2- w2 
f(w)=f= LO 
w2- wfo (2.6) 
Se consideramos poço,o; quânticos ou super-redes, como uma superposição de camadas 
de dois materiais iónicos diferentes, as equações de movimento devem ser resolvidas dentro 
de cada camada. Em geral, duas soh1ções diferentes devP,m ser obtidas, correspondendo 
às funções dielétricas dos dois meios, estas soluções rJpvem coincidir nas interfaces, onde o 
potencial e a componente perpendicular do deslocamento elétrico devem ser contínuos. 
2.3 Equações de movimento e modos normais 
Consideremos uma heteroestrutura dupla de dois materiais polares diferentes (Fig. 2.1). 
Eseolhemos o eixo z perpendicular às interfaces localizadas em z = ±L/2. Estamm; 
interessados em modos óticos de grande comprimento de onda, portanto usaremos o modelo 
de continuidade diel~trica, contido nas equações de Born e Hnang [10]. 
x,y 
z 
Figura 2.1: GPometria da hetNm:strutura ci11pla. 
Começamos com as equações de movimento para o deslocamento relativo u(r, t) de um 
par de íons no material v (1.1 = 1, 2) {ver Apêndice A.l) 
(2.7) 
on(Je JI {o a massa reduzida do par dto íons, 1-lWÕ 6 a coHsta11tc dP força de curto alcancf', 
sem considerar campos de Coulomb, E1(r,t) é o campo !oral na posição dos ioiJS e e~ é 
a carga efetiva dm. íons. Os íons quando oscilam, produzem Jllll campo de pola.rhação 
P(r,t) dado por 
P(r. t) = n,c~ u(r, t) + 11,.,o:.,E1(r, t), (1.8) 
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onde n é o número de pares de íons por célula unitária !l a é a polarizabilidade eletrónica. 
O primeiro termo de (2.8) representa a r.ontribução à polarização do par de íons quando 
a rede oscila num modo ótico, e o segundo termo é polarização eletrônica dos Íons devido 
ao campo clétrico associado aos modos óticos. 





É conveniente expressar o vetor polarização corno P= (Pp,P 8 ), onde PI' é um vetor de 
dua~ dimensões definido por Pp=(Pq11 ,Pz). Assim, 
(2.10) 
qll é a componente no plano ( x, y) do vetor de onda rio fônon e o vetor unitário ê é definido 
por 5 = Z X êt11- Realizando estas transformações é passivei separar o campo de polariza-
ção em uma polarização s [P=(O,O,Pa)] e uma polarização p [P=(Pq11 ,Pz,O)]. Então as 
relações analíticas para ambas as polarizações são completamente desacopladas. 
É possivel obter as equações de movimento paraM polarizações assumindo que a de-
pendencia temporal da polarização pode ser escrita como P(r,t)=P(r) é"t e itttrodnzindo 
a invariância translacional no plano (x, y) [7, 33]. Para a polarização s 
(2.11) 
e para a polarização p 
(2.12) 
(2.13) 
onde x.,(w) = (.,(w) -1 é a succpt.ibilidade dielétrica e permite relacionar o campo elétrico 
com as polarizações 
(2.14) 
as soluções de (2.12) e (2.13) formam um conjunto completo de soluções para fônons de 
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Figura 2.2: Componente z do potencial escalar do fônon para modos confinados LO dentro 
do modelo da camada dielétrica. 
2.3.1 Fônons confinados 
ParafônoiJS confinados !ot1gitudinais óticos {w = WL,), temos que f,(wr,o,) = O e c.,(wrJo,) f:-
0 para v f:- v 1• Desta forma, dentro da camada v temos que D =O e E= -P/co. Da 
continuidade do deslocamento elétrico ao longo da interface, temos que D=O na camada 
t!. Já que c,,(WLov) f:- O, temos que E=O e P=O. Portanto as wluções para modos 
confinado!:i LO com frequências wr.ov são identicamente nulas para a camada v1. 
O campo clétrico macroscópico está. relacionado com o potencial escalar e!étrico dil 
seguinte forn1a E= -V<P(r), logo P = kV<P(r). O potenciill escalar se pode escrever 
c .o mo 
(2.!5) 
se levamos em conta qu{' o sistema tem invariância lra.nslacional ao longo das interfaces. 
Substituindo na expressão para a polarização obtemos {ver Apêndice A.2) 
(2.16) 
Mostraremos posteriormente qne para o cálculo de taxas de e:,paJhamento. a magni-
tude física de interesse é a componente z do potencial de fõnon ou equivalentemente a 
componente em qll do vetor polarização. 
II 
Das equações (2.12) e (2.13), obtemos para fônons confinados LO na camada v 
) ( 
n< • n• . nn ) 
P.,_(qu,z =Cn iq11cos-z-z-~m-z 
J, 2 L 
n=1,3,5, (2.17) 
P ( ) C (
. . nn • nn nn ) 
.. q 11 ,z = "n tq11 sm yz + z2 oos Tz n:::::: 2,4,6, (2.18) 
onde Cn são constantes de nonnalização do fônon. A componente z do potencial têm a 
seguinte forma 
{ 
cos(mrz/L), n = 1,3,5, 
1,(z) = . 
sm(nrz/L), n = 2,4,6, 
(2.19) 
A figura 2.2 mostra esquematicamente a componente z do potencial escalar de fônon 
confhmdo ou equivalentemente a componente <i11 do campo de polarizaçõe~. Nole-se que 
estes modos são nulos em z :::::: ±L/2, de acordo com a condição de contorno sobre o campo 
elétrico E. 
2.3.2 Fônons de interface 
Para fônons de interface, temos que ~v(w) f:. O e x;:;- 1 (w)fv(w) f:: O, são válidas para 
frequências compreendida.~ entre WLOv e WTOv· De (2.12) e (2.13) obtemos como soluções 
modos de interface simétricos e anti-simétricos 
{ 
exp[qll(z+ L/2)], 
P911 ,s(qll•z) = Cs cosh(q11 z)/cosh(q11 r,j2), 
exp[-qu(z- T./2)], 
{ 
- exp[qll(z + L/2)[, 
Pq 11 ,A(qu,z) = CA sinh(qnz)/sinh(q11L/2), 
exp[-q11(z- L/2)], 
z:::; -L/'2 
JzJ < L/2 
z 2: L/2 
z:::; -L/2 
jzJ < L/2 
z ~ L/2 
(2.20) 
(2.21) 
onde Cs e CAsão constantes de normalização. A figura (2.3) mostra esquema.tir.amente 
a componente z do potencial escalar de fônon para modos de interface simétricos e anti-
simétricos. 
As frequências para os modos de interface simétric.os são dadas pelas soluções de 
<t (w) tanh(q11 L/2) + c2(w) = o. (2.22) 
Para comprimentos de onda pequenos, as frequências dos modos simétricos são aprox-
imadamente iguais * a W± e para comprimentos de onda grandPB a WLu,2 ou wro,1. As 
frequências para os modos de interface anii-simétricos são datla.'! pelas soluções de 
e1 (w)cuth(qiiL/2)+ e2 (w) =O. (2.23) 
•w± são as frequências dos modos de interface para uma heteroestrutura simples obtidas a partir da 
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Figura 2.3: Componente z do potencial escalar de fônon para modos de interface simétricos 
e anti-simétricos, ou equivalentemente a componente êJ11 do campo de polarização. 
Par<L comprimentos de onda pequenos, as frequências dos modos anti-simétricos são 
aproximadamente iguais a w± e para comprimfmtos de onda grandes a w~o.t ou WT0,2· 
Na figura (2.1) se mostra. as frequências tanto para modos de interface simétricos como 
anti-simétricos em função de q11 L. 
2.4 Modelo da camada dielétrica reformulado 
Uma descrição allernativa e simples do modelo da camada dielét.rica é obtida se con~id­
eramos a camada dielétrka só do ponto de vista elctrostático. As equações de Maxwell 
no limite não retardado proporcionam a seguinte equação diferencial para a componente 
z de potendal escalar de fôuon 
i(w) (::2 - q~) dl(z) :oo O. (2.24) 
Para modos com frequência bulk WJ,Q temos que a função dielétrica ua (:amada é zero 
r:(wLo) =O, portanto qualquer função arbitrária verifica a equação (2.24). A única rPstri-
ção é a condição de conlorno cletrostática a ser aplicada sobre o campo elétrico. Fora 
da camada diclétrica, onde f(wLo) f:: O, as soluções de (2.24) são funções exponenciais 
decrescentes. Aplicando as condições de fronteira, sobre os campos E e D, obtemos que 
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Figura 2.4: Frequências dos modos de interfacP simétricos e anti-simétricos como uma 
função de q11 L para um poço quântico de GaAs-AIAs. As linhas sólidas são para um poço 
de 150 A e a linha tracejada para 100 A. 
obtidos quanto l(w) f:- O dentro da camada. die!étrica onde f(z) deve satisfazer a equação 
(2.24). 
No caso de modos confinados Licari e Evrard [7] supõem uma solução arbitrária in~ 
completa para rj>(z) da seguinte forma 
,P(z) = E Aslnq,z + B cosqzz. (2.25) .. 
Weber [la] propõe como solução uma função arbitrária expandida sobre um conjunto 
completo de funções ortogonais. Uma serie de Fourier é apropriada para este propósito. 
O potencial escalar para fônons confinados assim obtido é 
( ) 




n = 2,4,6 .... 
(2.26) 
Esta descrição dos morlos confinados proporciona resultados consist~>ntes quando com-
pararia com outrru; descrições, particularmente com o modelo fenomenólogko de Jluang e 
Zhu [lO]. Ambos os modelos predizem taxas de espalhamento eletron-fônon semelhantes e 
compatíveis com resultados obtidos por modelos microsr.ópicos [25]. Este modelo resolve 
também o problema da não-ortogonalidade dos modos confinados obtidos pelo modelo de 
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Figura 2.5: Componente z do potencial do fônon para o modelo da camada dielétrica 
reformulado. É mostrada na parte superior da figllfa uma comparação em linhas trac~ja.das 
com o modelo de Huang e Zhu para o primeiro modo Ímpar, o primeiro modo par nã.o é 
modificado. Na parte inferior da figura são mostrados os dois primeros modos ímpar e par 
re.l'lpectivamente no modelo da camada dielétric.a (slab modcl). 
fônon para o modelo da camada diElétrica reformulado com o modelo de Iluang e Zhu (lin 
has tracejadas) para os primeiros modos ímpares e pares respetivamente. Se pode notar 
que os modos pares não são alterados. Na parte inferior da figura se mORtram os primeiros 
modos ímpares e pares dentro do modelo da camada dielétrica (slab modd), onde os modos 
ímpares são os mesmos que os obtidos pelo modelo da camada dielétrica reformulado. 
Capítulo 3 
Não-parabolicidade e condições 
de contorno 
3.1 Introdução 
Poços quânticos semicondutores e super-redes apresentam novas e interessantes propriedades 
óticas e eletrônicas; para um controle preriso destas propriedades, é necessária uma de-
talhada desc.rição da estrutura eletrônica. Por exemplo em problemas de tunelamcnto 
ressonante, é necessário um conhecimento muito cxato dos níveis de confinamento e no es-
tudo de processos de espalhamento intra e intersub-baJJ.da deve ser empregada uma relação 
de dispersão (f:- k11) realista na direção paralela às interfaces. 
Em situações onde sàQ envolvidos níwüs de energia próximos ao fundo da banda de 
condução a energia do elétron pode usualmente ser descrita por uma relação de displ:'rsão 
parabólica. Para sob-bandas longe do fundo da banda de condução é n('cessario incorporar 
correções devido à não-parabolicidade. 
Este comportamento tem sido intensamente estudado teoricamente em materiais bulk 
[34], poços quânticos [28,30,35] e super-redes [36,37]. O formalismo para estes estndos 
teóricos esta baseado no modelo k- p proposto por Kane [34]. 
Bxistem diversas formulações deAte método, que dependem do número de bandas que 
são incluídas e das condições de contorno usadas para descrever a continuidade das fun-
ções de onda ao longo das interfaces entre os dif{'rentes materiais [38, 39]. Neste capítulo, 
mostramos a derivação de uma relação de dispersão (t:- k), dentro do modelo de Kane, 
que descreve razoavelmente bem a não-parabolicidade das bandas de condução particular-
mente em semicondutores III-V. Aplicamos esta dispersão ao cálculo de níveis de energia 
confinados num poço quântico de GaAs-Al_,Ga1 _ _,As seguindo o método proposto por Nag 
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e Mukhopadhyay (30]. 
3.2 Não-parabolicidade nas bandas de condução 
Em materiais semicondutores lU-V ou 11-VT, a~ bandas relf'vantes para as propriedades 
ótica.s e de transporte possuem simetrias r 6 , r 7 e f 8 (ver figura 3.1 ). As bandas de buracos 
pesados e leves são degeneradas no ponto f 8 e a banda de valência r7 é deslocada com 

















Figura. 3.1: Variação da energia em função do vetar de onda para o GaAs [10]. 
A aproximação local k · p permite encontrar relaç(l(>s de dispersão num pequeno ill-
tervalo de energias próximo ao extremo da banda. Este modelo pode ser consideravel-
mente mais complexo que a versão de Kane, ~;e forem induídaA a.s perturbaç(Jes adicionais 
causadas por bat!!hts remotas [:J8]. Outras aproximações(&, :» .ó.) foram também de-
senvolvidas [::16, :n]. O modelo de Kane de três bandas, eom .fi (' Ll. como os únicos gups 
considerados, é apropriado para descrever as bandas f 6 • fr e f 8 no centro da zona com boa 
precisão. Este modelo descreve as interaçôes entre as quatro Uandas em tt'rmos dos el\'-
mentos de matriz do operador de momento P. EstaA interações podem s€f paramctrizada.s 
equivalentemente p('la quantidade 
[:UJ 
Kane demostrou que o determinante secular tem Lttna solução para a$ três ba.nda.s (C 1, 
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V2 c V3 ) (ver figura 3.1) na forma de uma equação de terceiro grau 
E'(E' + E;)(E' +E;+ "l: k2 P 2(E' +E;+ 2"/3), (3.2) 
onde 
h2 k2 
[ 0 :[-[,--,-, (3.3) 
m, 
e m0 é a massa do elétron livre. 
As trêR soluções podem ser identificadas com as bandas de condução C1 e as banda~; 
de valência V2 e V3 . Cada solução se reduz a uma forma parabólica para o limite de k 
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Contudo, podemos notar que não existe um únir.o valor de X que possa reproduzir o 
valor da massa efetiva 
para aB três bandas modeladas pelas equações (3.5), (3.7) e (3.8). Em vez disso, valores 
de ma~sas efetivas experimentalmente medidos devem ser UAados na determinação de X 
para cada uma das três bandas. 
A dispersão parabóllca delxa de ser uma aproximação aceitável quando k é maior que 
uma pequena fração de um vetar da rede recíproca. &te fato é comprovado na figura 3.2 
onde se mostra o afastamento da par aboli cidade da estrutura de bandas do GaAs. 
Consideremos particularmente a nã.o-parabolicidade da banda de condução mais baixa 
(Ct) no f 6 • Podemos escrever (3.5) como 
(3.10) 














-11111 k2 oo'4 em" 1 1 (lool-
Figura 3.2: Uma <~proximação para a e11erg,ia com k2 ao redor do centro da zona de 
Brillouin para banda de condução mals baixa (Ct) e as três bandas de valência (V1-V:l) 
mais altas [40]. 
para GaAs com Xc=7.51 e V, 6.=0.341 e V e f;=L42 e V. 
Quando k aumenta, a não-parabolicidade deve ser induida através de um tPrrno k4 . 
Negligenr.ia.udo termos E'3 na equação (3.2) e expandindo a solução em potências de k2 e 
k4 tt:rnos 
onde u nwficiente a que carateriza a nào-paralmlicidade é 
[1- E;6/[(3E; + 26)(E;- 6)] 
"~ -[1 +É;( E;+ 6}fX,(3E; + 26)]'. 
(3.12) 
(3.]:]) 
Já que o é negativo para a banda de condução a energia aumenta mais devagar do 
que para uma banda perfeitamente parabólica com massa Pfetiva m* que independe da 
energia. Esta sit.uaçào é comumentc d<'Scrita como se fosse um aumento da massa ell-tiva 
com a cuergia. 
3.3 Condições de contorno e níveis de energia etn poços 
quânticos 
Conside-remos uma he-teroestrutura dupla de GaAs-AI(~aAs-GaAs (figura 3.3). A dircçào 




Figura 3.3: Geometria da heieroestrutura dupla em diRenssãü. O material 1 ocupa o 
espaço entre z = ±L/2 (L é a largura do poço) e o material 2 ocupa os e~ paços z 2:. Lj2 
ez:o:;L/2. 
A aproximação da massa efetiva é obtida da aproximação k · p de Kane {34] para 
descrever a dispersão da energia próximo aos pontos de alta simetria na estrutura de 
banda.<; em materiais bulk. Devido ao fato de que oB parâmetros de rede são assumidos 
como aproximadamente iguais, a heteroestrutura torna-se invariante translacionalmente 
no plano (x,y). Assim, as funções de onda podem ser escritas como uma combinação 
linear de funções de Bloch multipliradas por funções envelope, que variam lentamente na 
escala das constantes de rede, 
\b(rJ ~ Lf,(r)uw(r), 
I 
f1(r11,z) = )s-exp(ikll· rll)~11(z), 
(3.11) 
(3.15) 
onde l é o indice das bandas no conjunto base e k11 = (k.c, k 11 ), r11 = (x, y) Aão as projeções 
bi-dimensionais do vetar de onda c posição, respectivamente. Na. equação (3.15) supõe-se 
que as partes periódicas da função de Bloch tl/o são exatarnente iguais para cada ma teria.! 
da heteorcstrutura. As condições de contorno que devem cumprir as funções de onda (3.1.')) 
~ão 
fw(rii.±L/2) ~ fs(rii,±L/2), 
I ofwl 




onde os índices W e B indicam o poço e a barreira, respectivamente. A primeira condição 
pode ser deduzida dos postulados da mecânica quântica e a segunda garante a continuidade 
da corrente de probabilidade. 
Existe alguma controvérsia na literatura a respeito df'. qual massa efetiva rnj (E) deveria 
ser usada para bandas não-parabólicas, já que a relação de dispersão não-parabólica sugere 
três definições diferentes de massas efetiva.s dependentes da energia [ 10,11]; a massa cfetiva 
energética m;, a. massa efetiva ótica ou massa efetiva de velocidade m~ c a massa efetiva 




respectivamente. A massa efetiva energética m; é definida ta.l que a razão entre o momento 
hk e duas vezes esta massa da energia do elétron, a massa efetíva de velocidade m~ é 
definida de modo que a razão entre o momento 'fik e esta massa proporcione a velocidade 
do elétron e a massa efetiva de aceleração m: mede a curvatura da banda. 
Bastard [37] e Nelson ~:tal. [28] usaram (3.18), enquauto Ekenbcrg (3,1)], Hiroshima 
e Lang [42] obtém k a partir de E usando a relação de dispersão não-parabólica, ma.9 
usaram a massa efetiva independente da energia na condição de contorno (3.17). Nag [43] 
justificam teoricamente o uso de rn: na condição de contorno (3.17) em; para obter k a 
partir de [. 
Para cálculos numéricos, a relação de dispersão (3.12) pod€' ser escrita 
(3.21) 
aqui mi é a ma~ma efetiva e {i o novo parâmetro de não-parabolicida.de, o indice i indica. 
o poço (i=V1.1) ou barreira (i=B). Explicitamente, as massas efet.ivas me e mv são 
(3.22) 
(3.23) 
onde Vw =O e VB =V. 
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A.s fnnções envelope,tanto no poço como na barreira, podem .ser tomadas como 
{ 
exp(k8 ,,(z + L/2)], 
1j;1(z) = N.i f3J cos(kw,jz), 
exp(-k8 ,j(z- L/2)], 
para os níveis pares, e 
{ 
- exp(kB,j(Z + L/2)], 
l,bj(z) = Nj /Jj sin(kw,jz), 
exp[-kR,j(Z- L/2)[, 
para os níveis ímpares, rom 
z:::; -L/2 
[z[ < L/2 
z 2: L/2 
z:::;-f,j2 
[z[ < 1./2 
z ~ L/2 
Os coeficientes de normalização das funções de onda f3J e ,\'1 são 
N- = ["' (!:__ sin(kw,J)cos(kw.j)) -'-.]-
112 
J ,~J 2 + k ' + k 
M,J B,J 
para níveis pares, e 
f3J = [sin(kw,jL/2)t1 , 
N = [B' (~ _ úu(kw,j) coe(kw,,)) _1 __ ]-'i' 
J ·J 2 k· +k 
W,J H,J 




























Tabela 3.1: Massas efetivas c coeficientes de não-parabolicidade para o cálculo de energia 
de confinamento em poços quânticos. 
Para bandas na aproximação parabólica(/ = O) na relação de dispersão (3.21), as 
massas efetivas definidas nas equações (3.18), (3.19) 1:' (3.20) convergem à u~ual massa 
efetiva dada por (3.9) e os níveis de energia se calculam com as relações (3.32), (3.33) 
modificando a razão r para 
mj,ykB 
r= mRkw· 
Os parâmetros usados paxa. o cálculo são mostrados na tabela 3.1. 
(3.35) 
A figura 3.1 mostra a dependência com a largura do poço da energia de confina-
mento nas aproximações parabólica e não-parabólica calculada dentro do modelo de Na.g 
e Mukhopadhyay [30] para poços quânticos. Pode-se observar que o nível fundamental 
aumenta devido à inclusão da não-parabolicidade especialmente em poços estreitos; em 
modelos onde m; é usado em lugar de m~ [28] os efeitos da não-paraboliddade são de-
sprezíveis. Níveis superiores são afetados de modo mais signifirativo quando estados rna.i.s 
altos em energia são envolvidos, particularmente o terceiro nível é fortemente reduzido na 
aproximação não-parabólica; este comportamento é compativl:'1 com cálculos mais elabo-
radoA [44] para resolver a hamiltoniana k · p de segunda ordP.m na aproximação da. função 
envelope. 
Por outro lado, derivaremos uma expressão para a densidade de estados para uma 
distribuçâo eletrônica quase bi-dimensional com dispersão não-parabólica, onde o movi-
mento é livre no plano (x, y) enquanto que o movimento na direção zé confinado; podemos 
portanto expressar o vetor de onda como k2 = kff + k;, com k1j = k; + k~. A densidade 
de estados representa o número de estados quànticos na banda por unidade de energia, 
assim, para nma distribução elelrônica quase bi-dimensional a densidade de estados pode 
ser definida como 
dN 
g ~ dE' (3.36 J 
onde N é o número de estados quânticos com energia menor q11e E. Para um material 
isotrópico de constante de rede a, as superfide~ de energia r.onstantes são círculos no 
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espaço k onde cada elemento de área (2Jr ja) 1 é ocupado por dois C>st;ulos eletrônicos (um 
para cada direção do spin). Contando o número de estados dentm de um círculo de raio 
Jki,+ k~ e dividindo por a 2 , obtem-se 
N ~ _l_(k' - k') 2Jr z , {3.37) 
então, da definição (3.36) e da. relação de dispersão não·para.bólica (3.21), chega-se rapi-
damente em 
_ m* d(k2) _ m* ( 4m*1' ') 
Ynp- 1rh2 d[ - ;rh2 1 + ---,;:x-í , {3.38) 
Para bandas parabólicas a densidade de esla.dos é imlPpendente da. ener.~~;ia <' 6 O ada por 
m" 
9p=;r;'i· {:Ll9) 
Na figura ;u; cornparam·sc as densidades de estados para 1mb-bandas parabólicas e não-
parabólicas para um poço quântico df' GaAs-AI0 _3Gii{)_7As de 120 A. A nã.o-paraboliciJa.de 
prod U7. nm significativo incremento na densidade de estados, eRpeciahnente para os níveis 
mais altos de energia. 
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Figura 3.4: Energia de confinamento em função da largura do poço para um poço quântico 
de GaAs-Alo.3Gao.7As. As linhas tracejadas mostram a aproximação parabólica e as linhas 
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Figura 3.5: Densidade de estado~:; para sub-bandas parabólicas (linhas tracejadas) e 





Os meios rliell>tricos (cristais iônicos ou semicondutores polares) estão constituídos por 
um par de íous positivo P negativo por célula de Wigner-Seitz. Um fôtlon ótico faz que os 
íons com diferentes cargas elétricas no cristal vibrem fora de fase. Quando os Íon~ opostos 
oscilam em direção contrária, produzem um campo de polarizações Pq. Isto origina um 
campo elétrico Eg que espalha eli>trons de conduçà.o Esta é a fonte do acoplamento 
polar. Fônom; transversais óticos (TO) niio acoplam sip;nificatlvameiJte com elétrons por 
aroplamento polar. Isto é devido a que fônons TO não produzem um signiftcativo campo 
Piétrico quando vibram. 
Os fônons óticos são caraterizados por um vPtor de onda q. Para comprimentos d~ 
onda granrlE's, os fônons longitudinais óticos (LO) vibram ao longo da direçâu Je q e os 
TO vibram perp~ndicularmente a q. A polarização PlPtrica Pq tem a mesma direr,.:ão da 
vibração portanto é paralela para fôuuns LO e perpC'ndicular para fônons TO. 
Para modos LO, o campo elétrico associado é 
{4.1) 
e para fôuons TO com q 1. Eq P rom frequência w~ 
( w )' Rg = c~ 47r l'q· {4.2) 
A quantidade (wqfcq) 2 é normalmente- muito pequena para vetares de onda ([e inter-
esse na. maioria dos problemas de estado sólido. Isto faz com que o campo elét.rico qu~ 
acompanha um modo TO seja muito pequeno e usualmente de pouca importância, exceto 
para vetares de onda q muito pequenos, onde o acoplam~nlo elE"tromagnélico pode ser 
intenso. 
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Neste capítulo, mostraremos a forma da hamiltoniana que desr.reve a interaçãD elétron-
fônon LO (Frõhlich) para modos confinados e de interface cm heteroestruturas tipo poço 
quântico, assim como expressões para a.s correspondentes taxas de transição elétron-fônon. 
4.2 Interação Frõhlich em heteroestruturas 
A energia de interação de um elétron e os modos de polarização no ponto r [1 O] é 
(4.3) 
onde D(r- r') é o campo produzido no ponto r por um elétron em r 1, P(r) é o campo 
total de polarizações já que o elétron interage com a polarização ionica e a polarização 
e\etronica resultante da polarização iouica. 
A hamiltoniana de interação elétrons com fônons confitm.dos LO em heteroestruturas, 
derivada a partir da interação de Frõhlich (equação 4.3) é dada por /7, 24] 
H, = )v L exp( iqll · r11)t,( qll)"lln(z)[a,( qll) +a!,( -qll)], 
qn,n 
( 4.4) 
onde an e ah são os operadores de aniquilação e criação de fônons respectivamente, e 
(4.5) 
onde E 8 c f 00 são as constantes dielétricas est.lí.tica e de alta frequência respectivamente, 
ww é a frequência rlo modo LO, e a carga do elétron e qll é a componente no plano (x, y) 
do vetar de onda do fônon. As componentes paralelas do deslocamento iónico relativo ulln 
são proporcionais à componente qll do campo de polarizações e totalmente equivalentes 
à componente z do potencial escalar de fônon tal corno é mostrado 110 Apêndice (A.2). 
Finalmente o termo tn = (2Inr 112 é definido a partir de 
1 j+L/' [ (du )'] !, :::::: L -L/2 IJi~u~ + dzn dz, (4.6) 
Para o modelo da camada dielétrica reformulado (eq.2.~6), t, é explicitamcntf' dado por 
n=l,3,5, 
n = 2,4, 6,. 
A1.~im, podemos e~crever tn(qu) de forma geral eomo 
onde os eoeficientes an e bn podem ser obtido~ de (4.7). 
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( 4. 7 J 
(4.8) 
Do mesmo modo a hamiltoniana para a interação d~ elétrons com fônons de interface 
é derivada a partir dos modos ortonormais calculados pela aproximação do continuidade 
dielétrica [7,24]. Explicitamente 
- (hwC<i'e2) 1/2 éqll'rll t H,,-L 2' L' /,.,,(qfl)h,.(qfl•')~[a,,(q(l)+aa,(-qll)], (4.9) 
ql o y2qll 
onde w"'l' é a frequência do fônon de interface, (o é a pPrmitivida.de do vácuo, qll é a 
componente no plano (x, y) do vector de onda do fônon e acx,. e fl.lit sã.o os conhecidos 
operadores de aniquilação e criação de fônons. O índke a: se refere~. paridade (Sou A, 
simétrico ou anti-simétrko, respectivamente) e Jl indica as possíveis soluções das t>quaçrles 
de dispersão (2.22) e (2.23) do fônon de> interface. 
Definimos tambétn as seguintes funções au:riliares 
' 
"( ) ~ __ _!:.._ WL01 W - WTOi 1 ·' ( ' ' )' ( fcc, f.,) W WLOi WTOi /--'! w - 2 2 ' 2 
aqui i pode ser H (barreim) ou W (poço). 
A função horda hamiltoniana (4.9) é dada por [24] 
{ 
exp[q11 (z + L/2)], 
hs( Q]]• z) = cosh( q11 z )/ cosh( q11 L/2), 
exp[-qll(z- L/2)], 
para modos de interl"ace simétricos, e 
{ 
- exp[qfl(z + L/2)]. 
hA(Q]]•Z) = sinh(Qjjz)/sinh(q]IL/2), 
exp[-qfi(Z- L/2)], 
para modos de interface anti-simétricos. 
z $ -L/2 
[z[ < 1.(2 
z ~ L/2 
z S: -L/2 
lz[ < L/2 
z:::: J,j2 






Consideremos a taxa de trat1siçã.o eletrônicas devido à.s perturbaçõ{~S induzidas por vibra-
ções (fônons) polares da rede. Estas perturbações podem ser tratadas pela t('()ria de 
perturbações dependentes do tempo. 
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A taxa rlf'. transição eletrônicas culll emissão ou absorção de fônon, provocadas por 
uma perturbação repretlfmtada pela hamiltoniana He-ph, de um estado inieial IK;/ com 
energia C1 a um estado finaliK 1) com energia c,= C,~ hw (emissão) ou, c,= E;+ hw 
(absorção) é dada pela Regra de Ouro de Fermi [18, 22] 
wu-n ~ 2; J ó(E,- E1 ± nw)I(K1!H"_,,IK,)I'dN1, (1.15) 
onde a integração é feita sobre os estados finais NJ· 
Os elemento~ da matriz I(KJIHe-phjK,/12 para transições elet.rônicas acompanhadas 
de emissão ou absorção de fônons eon:finados LO são dados por 
( 4.16) 
aqui H .. é a hamiltoniana (4.4), NLo é função de distribução de Dose-Einstein para fõnons 
LO, e G,. representa a integral de overlap entre a componente z da hamiltoniana (4.4) e 
as funções de onda eletrônicas VJ(z) inicial e final, 
j
+L/2 
G, ~ ,Pj(z)ull,(z),P,(z)dz. 
-L/2 
(4.17) 
O momento no plano (x, y) é conservado, ou seja, 
(4.18) 
A figura 4.1 mostra esquematicamcntes algumas possíveis transições compatíveiA com 
a r.onservação do momento no plano (x, y) e a conservação da energia. 
Para transições com emissão ou absorção de fônonA de interface. os elementos de matriz 
de transição podem ser escritos como 
(1.19) 
onde Ncx 11 é a função de di:;tribução de Bose-Binstein para fóuons de h1terface e o overlap 
entre a componente z da hamiltoniana (4.9) e as funções de onda eletrônicas é 
a,.~ 1~= ,&j(z)ho(qu.z)w,(z)dz. (4.20) 
Notar que, nas expressões (4.16), (4.18) e (4.19) o sinal superior corresponde a. uma 
emissão de fônon e o sinal inferior corresponde a uma absorção de fônon, em cálculos 
posteriores, trataremos unicamente processos mediados por emissão de fônonsjá qne con-
sideraremos baixas temperaturas onde o número de ocupação Nw ~O. 
Para detalhes das formas analíticas das integrais de overla.p definidas nas equações 




Fi!!;ura ,1.1: Transições iT1tra e intPrsub-banda com emissão ou absorç-ii.o de fOnons óticos 
que satisfazem a conRPrvação do momento no plano (:r, !J) c a conservação da f'Ilergia. 
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Capítulo 5 
Cálculo de taxas de transição 
5.1 Introdução 
Neste capítulo* mostraremos cálculos de taxas de transições iulra e intersub-banda via 
emissão de fônons confinados e de interface, para poços quânticos semicondutores de GaAs-
AIGaAs com altura de barreira fmita Vb considerando a aproximação de banda parabólica 
c não-parabólica. As taxas de transições intrasub-banda são calculadas considerando que 
a energia do elétron é justo a necessária para emitir um fônon ótico e para lransições 
iutersub-banda supõem-se nm elétron no fundo de uma sub-banda j (klli :::::: O) que é 
espalhado para a banda j- 1 emitindo um fônon ótko. Ambas as situações são mostrada~ 
esquematicamente na figura 5.1. 
A figura também mostra que os vetoreA de onda qll do fônon emitido para ha.n-
das não-parabólicas são signifkativamente maiores que os correspondentes para bandas 
parabólicas, que implica em um fator de ru:oplamento menor para bandas não-parabólicas, 
devido a interação de Frúhlich que é inversamente proporcional ao vetor de onda do fônon 
5.2 Transições intrasub-banda e intersub-banda via fônons 
confinados 
Calculamos as taxas de espalhamento elétron-fônon LO na de,scrição de fônons confina-
dos do modelo da camada dielétrica reformulado [13] em llffi poço quântico de GaAs-
Alo.aGao.7As. 





Espaço Real Aprox. de banda parabólica Aprox. de banda não-parabólica 
Figura 5.1: Diagrama ef>(jllemático das transiçi1es intra e intPr-suUhamla. com ernis5à.o d<' 
fônonR óticos em poço!; quânticos. 
Para banda.'! parabólicas a conservação da energia pode ser expressada como 
I 5.1) 
pode ser definida uma energia efetiva de fônon 
(5.2) 
onde Einitia.I (Efinal) representa a energia de confinamento inicial (final), logo a conservação 
da energia pode ser escrita 
(5.3) 
A taxa de espalhamento com emissão de fônuu, dentro dos limites propostos inicial-
mente, pude ser escrita da forma 
(5.4) 
aqui os coeficientes an e b,., para o modelo da camada dielétrica reformulado, foram 
definidos nas equ~.ções ( 4. 7) e ( 4.8 ). Para emissão de fônom, definimos 
Q? :::: ± 2~i ( Einitial- Eflna.l - fl.ww)' (5.5) 
onde o sinal superior corrP.Rponde a transições intrasub-banda, enquanto o sinal inferior 
corresponde a transições intersub-banda. Os outros parâmetros foram definidos no capítulo 
prévio. 
Para bandas na. aproximação não-parabólica, a conservação da energia possui uma 
forma mais complexa, já que não é possível expressar a energia total como [ :::: E11 + Ez-
Usando a relação de dispersão (3.21) podemos escrever a conservação da enexgia. como 
(5.6/ 
com k2 :::: k~ + k'1, e definindo E:::: f(k11:::: O) como a energia de confinamento 
E= fl'lk';(l- k~) 
2m• 7 4 ' (5.7) 
podemos escrever (5.6) corno 
(5.8) 
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As taxas de transição intra e intersuh-banda com emissão de fônon confinado~, para banda~ 




onde kz é a componente z do vetor de onda eletrônico inidal (final) para transições 
intrasub-banda (intersub-banda). 
Se pode notar que a expressão obtida para as taxas de transição com não-paraholiddade 
(5.9) não tem um limite trivial para"/--+ O. Não obstante uma aplicação elementar da 
regra d€' L'Hopital mostra que esta taxa converge à expressão para taxas na aproxima-
ção parabólica, equação (5.4). É importante destacar, que para a dedução das taxas de 
transiçio incluindo a não-paraholicidade, não foi feita nenhuma suposição acerca do mod-
elo empn•gado para o cálculo das energias de confinamento e funções de onda, mJm do 
modelo para a descrição do fõnon; ela P consequência direta da relação de dispersã.o não-
parabólica usada [equação (:t21)], e da eonservação do momento na direção paralela às 
interfaces. Outro ponto de interesse, é o fato que as integrais de overlap G'n mantem sua 
forma funcional devido a que o moddo e.seolhido para a descrição da não-parabolicida.d<' 
não introduz modificações funcionais nas funções envelope [30]. 
Para os nossos cálculos foi consiclf•ra.do um poço q11ântico de GaAs-AlxGat_,As com 
barreira finita de 224 me V correspondente a x=0.3. Os parâmetros materiais usados nos 
cálculos são mostrados na tabela (5.1). Assumimos o n1Ímero de ocupação NLo é:: O 
correspondente a baixas temperaturas. 
Nossos cáku!os para taxas de transição intrasub-banda d~vido à emissão de fônons 
confinados em função da largura do poço são mostrados na Hgura 5.2. As linhas sólidas 
são as taxas com inclusão de nãu-parabolicidade e as linhas tra.r~jadas representam as 
taxas na aproximação de banda parabólica. 
Se pode observar que a indusão de bandas não-parabólicas produz um incremento nas 
taxas de transição: este efeito é mais importante em transições que envolvem estados mais 
altos em energia. O efeito nas taxas de transição intersub-banda é mostrado na figura 
5.3. Se pode observar um f'Omportamento semelhante ao caso das transições intrasub-
banda, mas o efeito se torna menos pronunciado na medida em que a. largura do poço P. 
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GaA, Alo .. 1Gao.1As 
ww (meV) 36.:l5 34.44 (modo~GaAs) 
46.96 (modo-AlAs) 
wro (meV) 33.29 32.99 (modu-GaAs) 
44.76 (modo-AIAs) 
,, 13.18 14.11 
'= 10.89 10.07 
Tabela 5.1: Parâmetros materiais para poço quântico de GaAs-Al~Gat-xAs com 
X~ 0.3 [46]. 
incrementada. Particularmente, para poços suficientemente largos, onde a. ~eparação das 
sub-bandas f. proxima à energia do fônon LO, a componente paralela às interfaces do vetor 
de onda do fônon é zero, e em conseqüência o efeito da não-parabolicidade é praticamente 
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Figura 5.2: Taxas de espalhamento para transições intrasub-bauUa ern poços quânticos de 
GaAs-Alo.3Gac_;As em função da largura do poço. As linltcu; ~;ólid;u, são tra.nsiçõe!i com 










Well Width (Á) 
Figura 5.:~: Taxas de espalhamento para transições interR11h-banda em poços quânticos de 
GaAs-Alo.3Ga~J.7AS em função da largura do poço. As linhas sólidas são transiçõe~ com 
inrlnsào de bandas não-parabólicas e as linhas tracejadas para bandas parabólicas. 
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A figura 5.4 mostra a razão das taxas não-parabólicas e parabólicas para todas as 
transições (Wnp/WP, equações 5.9 e 5.4). Estas razões são obtidas plotando as taxas 
mostradas nas figuras 5.2 e 5.3, sempre que ambas estejam definidas para a mesma largura 
do poço. Salvo para a transição 1->1 em poços estreitos (menores que 15 Á), todas as 
outras taxas apresentam incremento comparado às parabólir.as. Em geral se confirma 
a importante influência da nã.o-parabolicidade das bandas para transições que involvem 
níveis mais altos em energia, por exemplo a transição 3-1 é aproximadamente seis vezes 
maior que a correspondente taxa parabólica. Além disto, se pode notar que para poçoR 
quànticos maiores que 150 Á as taxas de transição com não-paraholic.idade convergem às 
correspondentes taxas parabólicas. 
Üfl tempos de relaxação do elétron con emissão de fônon confinado são portanto re-
duzidos com a indusão da não-paraboliddade. Em alguns casos como por exemplo a 
transição 1 --+ 1 esta redução não é muito significat.iva, para larguras de 50 A, o tempo de 
relaxação se reduz de 0.4 ps. em bandas parabólicas para 0.35 ps. no caso de bandas não-
parabólicas. Mudanças maiores são observadas para transições entre níveis que envolvem 
energias mais altas, como no caso da transição 3 __.. 1 onde os tempos variam de 142.0 
ps. para bandas parabólicas a 41.6 p:;. para bandas não-parabólicas em poços de largura 
de 152 A. A literatura não reporta resultados experimentais para tempos de relaxação 
em transições que envolvam níveis mais altos em energia; as medidas experimentai.~ estão 
prinr.ipalmente concentradas nas transições inlrasub-banda. 1--+ 1 e intersuh-handa 2 __.. 1 
[47 49]. Os reflultados experimentais apresentam ainda na atualidade certo nível de con-
trovérsia devido a. algumas limitações nas técnicas de medida e às diversas interpretações 
dos dados obtidos. 
O comportamento ob:;ervado nas tax<w de transição intra e intersub-banda, quando 
bandas não-parabólicas são consideradas, é devido principalmente a.o incremento do over·-
lap das funções de onda e a componente z do potencial do fônon. Este incremento da 
integral de otwrlap é uma consequência do maior confinamento elctrônico presente para 
estados Pxdtados devido à indussão da não-parabolicidade, tal como mostra a figura 5.6, 
onde tamh~m se comprova que o confinamento eletrônico é reduzido para o estado funda-
mental como ronsequência da redução da energia desse nível. 
Os f'Jétrons são portanto mais fortemente aeoplados com os modos confinados para 
transições que involvem estados excitados. Este fato é mostrado na .figura 5.7, onde são 
apresentadas as integrais de overlap para transições intra e intersub-banda, se pode notar 
que o maior confinamento elelrônico induzido pela não-para.bolicidade, produz em geral um 
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Figura J.-1: Razão das ta.Xn$ não-parabólicas e parabólicas, Wnp/VVP para transiçôes intra e 






Figma .5.5: TransiçOI's intra e inlersub-bat1da como urna futtção da roncentração x df' AJ 
para um poço de largura fixa de 100 Â. As Unhas sólida.<> são para bandas não-parabólicas 








Well Width (Á) 
Figura 5.6: Funções de onda para o estado fundamental e os dois primeiros estados excita-
dm para um poço quântico de GaAs-AlGaAs de 120 Á. As funções de onda não-parabólicas 
são mostradas em linhas sólidas e as parabólicas em linhas tracejadas. 
2.0 1.0 











Well Width (Á) 
Figura 5. 7: Integrais de overlap para o primeiro modo confinado em termos da largura 
do poço. As linhas sólidas são para bandas não-parabólicas e as tracejadas para bandas 
parabólicas. 
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para o estado fundamental provocado pela não-paraOolicidade. O incremento da taxa de 
transição 1 _,. 1, pode ser atribuido a um incremento da densidade final de estados. 
Estes efeitos são quantitativamente mais importantes que o fato de que o fônon con-
finado emitido possui um vetar de onda maior, devido à. niio-para.boliciôade das sub-
bandas eletrônicas, que implicaria um menor acoplamPnto ÔP FrOhlich do que para o caso 
parabólico. Para poços quânticos de largura maior que 150 Â, o efeito não-parabólico 
é praticamente desprezível, neste caso o confinamento eletrônico é reduzido, e portanto 
a nâo parabolicidade das sub-bandas tem pouco efeito sobre as integrais de overlap. O 
confinamento também pode ser reduzido em poços com altura de barreiras pequenas, 
que implica em uma redução dos efeitos da não-parabolicidade como mostra a fLgura 5.5. 
Nesta figura mostramos algumas taxas de espalhamento em função da con1:entração Je 
AI e se pode notar 11ma diminução dos efeitos não-parabóliros quando a concentração 
diminui. Os parimetros materiais foram tomados da referPncia [46] e o pa.ràmetro de 
niio-parabolicidade "(como função da concentração de AI foi tomado da referencia [50]. 
5.3 Transições intrasub-banda e intersub-banda via fônons 
de interface 
Calculamos as taxas de espalhamento elétron-fônon na descriçã.o de fônons de interface de 
Mori e Ando [24], para h<;>teroestruturas duplas. A taxa de espalhamento com ~missão de 
fônons de interfacE' para bandas de condução parabólicas pode ser escrita [51] 
wUl = w"l'r:2mi (l'•i + l)IGai,(Q;)I2J;I,(Q;) 
P 4fl2 t 0 Q, ' 
(5.11 I 
onde, para emissão de fônons definimos 
I 5.121 
a411i a sinal superior corresponde a transições intrasuh-handa e a sinal inferior corresponcle 
a transições intersub-banda., os outros parâmetros foram definidos no capítulo anterior. 
Para bandas na aproximação não-pa.rabóUca, as taxas de transiçáo itttra e intersnh-
banda com emis:;.ào de fônon de interface podem ser calculadas com il. sPguink l'xpressiio 
( 5.1:!) 
onde 
' ~( l:__-..:2::;k-!:;1'2c'C')_-_,"'.'' 
Q,(np) = 
2"(; 
com a; funcionalmente definido por (5.10) e k~ é a componente do vetor de onda eletrônico 
inicial (final) para transições intrasub-banda (intersub-banda). 
É importante notar que como foi levada em conta a dispersão para fônons para o 
cálculo das taxas de transição nas aproximações parabólica e não-parabolica, os valores 
apropriados d~ W 0 1-' f' qll são ra.lrulados para cada caso. 
Para transições intrasub-banda, contribuem unicamente os modos simétricos e a contribui-
ção dominante à taxa é devida ao modo mais alto cm energia (modos tipo AIAs). Em 
transições intersub-banda contribuem os modos anti-simétricos cm transições que envolvem 
sub-bandas de paridade oposta, e os modos simétricos em transições entre sub-bandas com 
mesma paridade. Efeitos externo~ como campos elélricos modificam substancialmente es-
tas regras de seleção [51]. 
Na figuras 5.8 e .').9 mostramos as taxas de transição intrasub-banda e intersub-banda 
respectivamente devido à emissão de fônons de interface como funçào da largura de poço. 
As linhas sólidas são as taxas na aproximação de banda não-parabóliea, eJH.j_Uantu que as 
linhas tracejadas representam as taxa.<; na aproximação de banda parabólica. 
Podemos comprovar que os fOnons de interfa.ce são dominantes no processo de espal-
hamento eletron-fônon em transições intrasub-handa pam poços estreitos (menores que 50 
Â), em todas as outras situações tanto os fônons confinados como os fônons de interfar.e 
são de importancia no processo de espalhamento. A inclusão de bandas não-parabólicas 
produzem em gerat uma redução das taxas de transição intrasub-banda, especialmente 
importante ern poços estreitos, este efeito é significativamente menor para poços de maior 
largura (maiores que 150 Â). Este comportamento pode ser explicado como uma cotJ-
sequência da reduçã.o da integral de overlap entre as funções de onda eldrônicas e a 
componente z do polencial do fônon. A não-parabolicidade produze um maior confina-
mento eletrónico, provocando que as funçõe~ de onda eletrOnicas se afastem das interfaces, 
onde os modos vibracionais de interface são máximos. A figura 5.10 mostra as integrais 
de overlap para a transição 1......,. 1 e 2......,. 1, onde é possível comprovar a redução da inte-
gral de ovo·lap não-parahólka. rom respeito à parabólica, devido principahnenle ao maior 
confinamento produzido pela não-parabolicidade e ao r.ará.ter dos modos de interface. 
Em transições intersub-banda as taxas não-parabólicas apresentam um incremento em 
poços relativamente estreitos: menores que 60 Â para a transição 2 ....... 1 e menores que 155 
Â para a transição 3 ......,. 1, para a transição 3......,. 2 a taxa não parabólica é incrementada 
para todas as larguras de poço consideradas. Este wmportamento não pode ser atribui do 
exclusivamente à modificações das integrais de overlap devido à inclusão de bandas não-
parabólicas; o incremento da densidade final de est.arlos, a forte dependencia dos modos 
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Figura 5.8: Transições intrasub-banda con emissão de fônons de interface em função da 
largura do poço. As linhas sólidas são as taxas com inclusão de não-parabolidda.de e as 
linhas tracejadas são as taxas parabólicas. 
3.0 0.25 
2-1 ( 3-1 4.0 3-2 
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Figum 5.9: Tram;içiJPS intcrsub-banda con emissão de fônons dP intcrfarc em função 1la 
largura do poço. As linhas sóJidas são as taxas com iurlusão dC' não-paraboHcid<~.dP e a.~ 






Figura 5.10: Integrais de overlap para modos de interface cm termos ela larg1HH. do poç.o. 
As linhas sólidas são para bandas não-parabólicas e as tra.eejaela.s para bandas parabólicas. 
ele interface com o vetar de fônon e a influência da dispersão dos modo~ de inlerface são 
as posíveis causas do aumento das taxaR de transiçã.o intersub-banda, especialmente im-
portante quando transições mais altas em enegia Aã.o envolvida.~ (transição 3 ......,. 2). As 
taxas de transição intersuh-banda são mais afetadas pela nã.o-parabolir.ida.de Pm poços 
relativamente estreitos, este efeito é particularmente notório paraM taxa.~ rle transição 
devidas ao modo de interface tipo AlAs (maior energia), a transição 3......,. 1 ilustra clara-
mente este comportamento, em poços de de maior largura onde os fônons de interface !lào 
de maior relevância as taxas não-parabólicas 2 ......,. 1 e 3 ..... 1 são reduzidas respeito ás 
parabólicas. Em geral, tanto as taxas intersub-banda devidas a. modos do tipo GaAs como 
AlAs apresentam um comportamento qualitativamente semelhante. 
Para propósito de comparação a tabela ,l'i.2 apre.~enta os tempos de relaxação para a 
transição 1 _,. 1 calculados dentro da aproximação parabólica e não-parabólica para os 
modos conHuados e de interface; também é mostrado o resultado experimental obtido por 
Collings et al. [48} para poços quânticos de 78 Á a 298 K. A tabela 5.3 mostra tempos de 
relaxação calculados para a transição 2 --+ 1 c o resultado experimental de Tatham et al. 
[52} para poços quiinticos de 146 Á a 30 K. Em ambos casos, nossos resultados mostram 
uma razoável concordância com o experimento e revelam que tanto fônons confinados 
como fônons de interface podem ser apropriados canais de relaxação eletrônica.. 
rt ...... 1 (paraL.) 










0.2 ± O.OS ps. 
Tabela fi.2: TPmpos de relaxação calculados e experimenta.! para a tranRição 1 ~ 1 para 
um poço de 78 A. 
r2 .... 1 (parab.) T2~1 (não-parab.) r2->1 (experimental) 






t .2 ps. 
0.38 ps. 
1.0 ps. 
Tabela !J.J: Tempos de relaxação cakulados e experimental para a transiçií.n 2 - I para 
um poço de 146 A. 
Finalmente, a figura 5.11 mostra as taxas de espalhamento totais em termos da largura 
de poço para. algumas transições típicas, se pode comprovar que os efeitos da inclusão da 
não-parabolicida.de sobre a.s taxas de espalhamento: aumento das taxas devido a fônons 
confinados e redução para os fônons de interface não são efeitos mutuamente compensados, 
as taxas totais nas duas aproximações da estrutura de bandas: parabólica e não-parabólica 
apresentam em todos os casos importantes diferenças com exceçã.o de algumas larguras 
específicas do poço. 
20 .----~------, 
15 r\ 1-1 
0.1 
Well Width (Á) 
Figura 5.11: Taxas de transição totais para transições l ....... 1,2-+ 1,:3 ~• 1 e a ....... J em 
função da largura do poço. Linhas sólidas são para as tax<1.s Tlii.o-parabólicas e as linhas 
tracejadas são para as taxas parabólicas. Se mostram também as contribuções individuais 




Foram calculadas as taxas de transição intra c intcrsub- banda devido à f'JHÍssãn de fônons 
confinados e de interface em poçm; quânticos de GaAs-A\GaAs, com inclusão de não· 
paraboliddade da Uanda de condução. 
Encontramos que para. a.s transições intra.sub- hanrla e itttersub-banda devido à emissão 
de fõnotlS confinados, as taxas de transição »ii.o significativamente incrementadas, em par-
ticular para sub-bandas correspondentes a níveis de em~rgia majs altos e situações de 
grande confinamento eletrônico. O comportamento observado se explir.a dPvido ao incre-
mf'nto da densidade final de estados e do ovedap entre as ftmções de onda eletrônicas e o 
potencial do fônon. Este comportamento ocorre apesar dt' que os fónons emitido~ possuem 
mn vetar de onda maior do que na aproximação parabólica. 
Para transições produzidas por emissão de fônonH de interface, se observa que em geral 
estes são reduzidas devido aos efeitos da não-parabolkidade. lsto ocorre devido à redução 
da integral tle ovedap elétron-fônon quando as funções de onda eiPtrónicas se afastam das 
intNfaees, uttde os modos vibradonais são máximos. 
Com exceçâo de algumas larguras do poço quântiro, a rednçâo das taxas devidos a 
fônonH de interface não é compensada pelo incremento dM t,axils c\evidos a modos confi-
nados. 
Finalmente, os nossos resultado~ III(JHtram que as taxas de tra11siçào elétron-fônon são 
signilicativ}Hrlf'nte so:>nsívcis à pstrulura. dct.rônica, t'~peria.lmPnk pnm trattsiçô{"s cnvol-
v<:>ndo estados de energia maj:o, alta, e portanto um conhecirne11tu detalhado da estrutura 
d:1.s sub-handas de energia é clarament.c importante. 
Apêndice A 
Modelo de continuidade dielétrica 
A.l Equações de movimento 




b11w + b12E, 
b·nw + bnE. 




aqui u = u+ - u_ é o deslocamfmto relativo dos íons positivos e nega1 i vos, a massa 
reduzida dos iom 
c F é o volume da célula primitiva. 
Pode ser demostrado que (Horn e Huang, Apêndice V [11]): 
Se considerarmos soluções periódira~ 
obtemos das equações [A.l) e (A.2): 
p 
bnw + b12E, 
b21W + b:nE. 
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(A.4) 




eliminando w das equações anteriores, obtemos: 
(A.9) 
Comparando com a definição de deslocamento elétrico, D =E +411"P = EE, obtemo& uma 
expressão para a constante dielétrica 
ou também 
coo - ~o 
E(w) = foo +I- (w/wro) 2 ' 
Usando (A.5) com (A. lO) e (A.ll) obtemos 











Finalmente, substituindo estes coeficientes nas equações (A.l) e (A.2) e usando a relação 
Lyddane-Sachs-Teller 
(A.15) 
oh temos as equações de movimento para o deslocamento relativo u dos íons 
~tü _ 11w2 u+ J.L
1
c"" WLo-wTo E [ \ ( ' ' >]'i' ~ TO 411" , 
-pwf0 u +e~ E, (A.l6) 
onde e* é a nl.rp;a efetiva e definida como 
(A.17) 
A.2 Equivalências entre Pll• ull e </>(z) 
Se substituimos a solução periódica para o deslocamento relativo u = u0 e-iwt, na equação 
(A.l6) obtemoR 
e* E = -p(w 2 - wfo)u, (A.18) 
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considerando a definição de rarga. efetiva (A.l7) e fônons lm1gitudinais óticos w = wq, 
obtemos uma relação que mostra a proporcionalidade do campo clétrico E c o deslocamento 
iôllico relalivo u 
411"e 
E----u - Vl,. ' 
além disto,~ da definição do vetar polarização 
P=f(w)-lE 
4< , 
se demostra claramente a. proporcionalidade entre P, E eu. 
(A.19) 
(A.20) 
Da definição de potencial elétrico E = -'V</:> e levando em conta qtte o sistNnn. é 
transladonalmcnte invariante, que implica um potencial escalar da forma 
(A.21) 
podemos C'~crE'ver a polarização elétrica P definida pela equação (A.20), para modos lon-




1111"e'qwru (id:>(z)qll + i)~~z)z); 
analogarnente, paJ"a o campo e\étrico E dado pela equação (A 19), temos 
~..~. = ·hrc* 
0 
' l' . '· 
e da equação ( A.21) que define o potencial elétrico. obt<'mos tirmlmente 




As equa.ções (A.22) c (A.24) mostram claramente a total equivalência entre a conl-
poncnte z do poteJJcial escalar dP fônon e as rmuponentl's na direção qll do campo de 
polariza~ão P c do l:<Lmpo dos deslocamento~ iônicos relativos u. 
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Apêndice B 
Taxas de transição elétron-fônon 
B.l Fônons confinados 
A hamiltoniana de Frõhlkh para fônons confinados é dada por [7, 21] 
H"~ )v I: exp(iqll' rrrJt"(qrrJnrr"(z)[n"(qll) +a!( -qu)J, 
V qn,n 
as funções de estado são da forma 
com a parte eletrônica definida como 




Os elementos de matriz para uma transição entre um estado inicial IK,) e nm estado 
final (KJ) 
À 
v'V I: '"i'rrlG" 
qll,n 
x [e-kJn+qn+k,ll (NqJ/aniNq;J + e-k111-q11+k,u ( NqJ/a!.INqi)] 
(H.4) 
aqui, Gn é definido 
(D.5) 
onde a integração é feita entre- L/2 e L/2 devido ao carátcr confinado du modo osdlatório . 
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Se pode notar de {B.4) que unir.ampnte são possíveis processos onde se t'.OHS(o'J"VP a 
componente no platlO (x, y) do momento 
(R.6) 
aqui a sinal superior corresponde a uma emissão e a sinal inferior a uma absorção. Para 
processos de emissão, o elemento de matriz (B.4) é 
(H.7) 
.'Jo que segue nos referiremos exdui:óivamente a 0stc tipo de processos. 
A taxa de transição f' calculada pela Regra de Ouro de Fermi 
w<'-n ~ 2: j 6([;- E1 ± hwJI(K,IH._,hiK;)I'dN,, (D.R) 
substituindo (B.4) em (H.8), obtemos finalmente uma expressão para a taxa de transição 
com emissão de fônons 
onde foi usado 
dN1 S 
dkil (2r.)2' (B.IO) 
B.l.l Bandas Parabólicas 
Para. o caBo de bandas parabólicas, podemos escrever a conservação da energia roruo 
11. 2 k~f h?k~i * 
-----=hw 
2no* 2m* ' 
(ll.ll) 
e a t•xpressão para a~ taxas como 
Prestamos atenção à integral 
l -j I 'o(k2 •2 2rn•w*) "- t., qll) IIi- ''III+--,- bk, 11 .kitl+qrrdqll, (ll.JO) 
usando a conservação de momento [ver Fig. (B.l)] 
(0.!4) 
e substituindo em (B.l3) obtemos 
( H.lS) 
."i I 
Figura B.l: Diagrama ilustrativo da conservação do momento na direção (x, y ). 
fazendo a transformação()__, cosO 
... d(cosB) 
sinfJ ' 
e usando a propriedade da função delta 
para . . 1: =cosO, obtemos 
integrando sobre x com a condição 
q2- Q2 
-1< _1_1 __ < 1 






onde foi empnogada a forma geral para tn( qll) = a,.q11 + b,f L2 e os límites de integração 
qllmin e qllmax são obtidos a partir das condições de conservação de energia e momento, 
qllmin ~ lku,- kll!l ~ ku- )kn + Q', 
qllmox ~ lkll' + k11tl ~ k11 + \hj + Q', 
fazendo a transformação u = q1T e du = 2qlldq11 , obtemos 
du 




esta integral pode sN apropriadamente tra.sformada, wtn a seguinte mudança de variavel 
I 
t = u+R.,' 
(IJ.23) 
onde. R.,= bnfa,L 2 • Logo 
I 1 1 dt (D.21) 
n =-a, t j( -Q4- 2{2kiÍ + Q2j"R,- -R~)tz + 2((2k~ + Q2) + R,)l- 1' 
esta úHima forma de J, pode-se int<'grar analiticamente 
an jQ4 + 2(2k~ + Q2 )R,.+ R'; 
J-Q'- 2(2k' + Q')R,- n;,]t + [(2k' + IJ') + 11,_,_11'~·· 
x arcsin 11 li __ _ 
2kllv'kll + Q2 
t"'"' 
(B.25) 
onde os límitf's i,";" e lm,u- podem Sf'r determinados a partir de (ll.21) c (R.23). 
Finalmente, podemos escrever a expressão para a taxa de transição elétron-fônou para 
k11 arbitrário como 
(B.2fi) 
B.1.2 Bandas Nilo-Parabólicas 
Para sub-handas de condução não-parabólicas, a conserliaç.ão da energia pode ser expres-
sada como 
(B.27) 
e a fnnçãu delta ti c ronsPrvação de energia na equa~ãu ( B.8 ), pode ser o:>s<":rita com alJXílio 
tia coust>rvaçãn do momento TIO plil-no (x,y) corno 
(
lh' h'k' ) 
~ 2 ,~~~ [1 -J(kjj;+2kzj)]- 2n;~J [l-)(Á'IiJ+:2kziJ]+fl.w* 
6(acos2 B+bcus0+b), (B.:2H) 
ond(' os p<~.rii.metros a, b P c foram definiUos corno 
(ll.29) 
(H.30) 
c = 2~* [k" (l-"f(k11 +2k~;))-
(k~ + •ill(l- 2ok~1 l + o(k~ + q~)' + Q'], (H.31) 
usamos a seguinte propriedade da função delta 
(B.32) 
onde f(x) é um polinômio em x e J'(xJ) representa a primera derivada de f avaliada na 
raiz xJ. 
Fazendo x = coB8, a função delta pode ser escrita como 
uuUe 
-b- (b2 - 4ac/ 12 
R_ = 2a ' (D.34) 
é a raiz negativa de f(x), a raiz positiva não foi levada em couta pois diverge no límite 
1' _.o. 
Finalmente, a taxa de transição elétron-fônon com inclusão de não-paraboliridade da 
banda de condução para k11 arbitrário pode ser escrita como 
aqui, os límites de integração gllmm e qllmax são 
onde 
qllmin ..:: kll•- ../K, 
qJJmar = klli + ../i(· 








B.2 Fônons de interface 
A hamiltoniana que descreve a interação de elétrons e fônons de interface é dada por 
(
ttw e2 ) 
112 ~:it:Jirrll t 
H,,~ L 2 ·~, /.,(qu)h.(qu,z) to.: [a,,(qu)+a,,(-quJJ, 
qll Eo y2~l 
(B.39) 
os outros termo,; e parâmetros foram definidos no capítulo 4. 
Os elementos de matriz para uma transição entre um eslado inicial IK;} e um estado 
finaliKJ) são dados por 
[(K [H [K )[' ~ ""'·•'' J' ( )[G,,(qll)l' 1 a~< ' 4fu L2 a1' qll qll (R.40) 
aqui, Gal< é definido 
(B.41) 
onde a integração é feita entre ~oo e +oo devido ao caráter não-confinado deste modo 
oscilatório. 
As expressões para as taxas de transição para bandas parabólicas e não- parabólie-as 
sào obtidas a partir da Regra de Ouro de Fermi c seguindo procedimentos análogos ao 
caso dos modos continado!i. 
B.2.1 Bandas parabólicas 
As taxas de transição clétron-fônon de interface, em termos da energia cinética do elétron 
e considerando sub-bandas de condução parabólicas pode ser calculada pela seguinte ex-
pressão 
W ~ (~T) C:~'1,) ( 4~:~,) 1, w.,(qllll:l/~,,(quJ[U.,(qllll' v'l: 11 ,<~•11• 
onde R é dada por R == ~ n J A e os parâmetros a e b são definidos corno 
B.2.2 Bandas não-parabólicas 
h' 




Uma expressão análoga a (8.42) para sub-bandas de condução não-parabólicas é dada por 
w = C:) c2~')') ( 4~:~,) !,11 wa,.(qlll [b2- !.,,,;,f,;,i,IIIJIG.,(qllll' hdqll (B< 
aqui a,b,ce R_ são definidos em (ll.3l)!! (H.31) respectivamente. 
5.5 
Os limites de integração consistentes com as condições de conserva~.;ão do momento e 
energia são os mesmos definidos nas equações (B.21) para o caso parabólico e nas equações 
(R.37) e (R.38) para o caso não-parabólico. 
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Apêndice C 
Integrais de overlap 
C.l Fônons confinados 
Avaliando a integral de overlap definida na equação (5.7) e definindo k± = kw,; ± kw,j, 





N2a2L[ (sin(kw,tL + mr/2) + sin(kw,1L -mr/2)) 
1 1 4(kw,1L + mr/2) 4(kw,tL n1rj2) 
-(-!)"'' (•in(kw,1L/2)w,(kw,1L/2) !) l 
k L/2 + 2 ' W,l 
n = 2,1,6,· 
Nza.zL[ ( sin(kw,zL + nrr/2) sin(kw,2L- mr/2)) 
2 2 
4(kw,2L + mr/2) 4(kw,2L- mr/2) 
-(-!)"'' ( sin(kw,1L/2)cos(kw,1L/2) ~) l 






G~- 1 N1 udV3n3L( -1 )''/2 [ sin(k-L/2) ((k_L )~-.: ( mr)2) 
+sin(k+L/2) ((k+L):+:(mr)Z) 
- ,;n(U/2) (k\) - 'in(k+Lf2) (k~L) l· 
n = 2,4,6,··· 
G',,-+2 N V J( l)(n+l)/2[.· (k L/2)( (n+l)7r ) 
- 2a21 30:3, - ~ln + (k+J,):2 (n + 1 j2~2 
+sin(k_Lj2) ((k_L)~n~~): Ljl1r2) ]. 
n = 1.3,5,· 
r,J-+3 N]a~L [ (sin( kw,3L + mr /2) + sin( ~~w.3L - n1r /2)) 
-'n 4(kw,3 L + n1r /2) 4(kw.::~f, n1r /2) 
-(-lj"/2 (sin(kw,3L/2)cos(kw,3L/2) ~)] kL/2 +2' W,3 
n = 2,4,6, · 




A \'alianJo a integral de overlap definida na equação ( .1.1 O) f' definindo k± = kw,i ± kw.J, 





k+ + qll 
+ N2a 2N2a 2 ['11 •inh(qiiL/2) w•(LL/2) + k_ '"'h(qiiL/2) ~n(k_L/2) 
cosh(quL/2) q" + k2_ 
qll 'inh(qiiL/2) w'(k+ L/2) + k+ w'h( qiiL/2) 'in(LL/2)] 
qlí+kt ' 
2N3Nt 
k+ + ª11 
(C.9) 
+ N,a3 N1a 1 ['11 'inh(qiiL/2) w•(k_Lj2) + k_ cooh(qiiL/2) ein(k_L/2) 
cosh(qiiL/2) qiÍ + k: 
+ 9ii ,;nh( çiiL/2) co'(k+L/2) + k+ co,h(qiiL/2) ,Jn(k+L/2)] (C.!O) 
q,f+k! ' 
2N3 Nz 
k+ + qll 
N3o3N2a2 [qll cush(qiiL/2) cos(k+L/2)- k+ sinh(qiiL/2) cos(k+L/2) 
+ sinh(qliL/2) qiÍ + k! 
+ 





+ ]li3a3N3a 3 [qll sinh(qiiL/2) cos(k L/2) + k cosh(qiiL/2) hlu(k L/2) 
cosh(qjiL/2) qiÍ + k~ 
911 ,;nh (qiiL/2) w'(k+L/2) + k+ co'h(qi!L/2) ,ln( k+L/2)] + , k' . (C.12) 
qll + + 
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